
ФЕДЕРАЛЬНОЕ АГЕНСТВО ПО ОБРАЗОВАНИЮ

Государственное образовательное учреждение высшего профессионального 

образования

[image: image54.png]



«ТОМСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ»
«УТВЕРЖДАЮ»

Декан ФФ

В.М. Кузнецов

«___» ____________2005

ФРАКТАЛЬНЫЕ СТРУКТУРЫ

Рабочая программа для специальностей:

010701 «Физика», 010704 «Физика конденсированного состояния»

Факультет    Физический   (ФФ)
Обеспечивающая кафедра  Теоретической физики  (ТФ)
Курс   III            Семестр   V
Лекции

24 часа

Практические занятия

12 часов

Всего аудиторных занятий

36 часов

Самостоятельная (внеаудиторная) работа

36 часов

Общая трудоемкость

72 часа

Зачет  в 

V семестре

2005

Рабочая программа составлена на основе ГОС ВПО для направления 010700 «Физика», 
РАССМОТРЕНА и ОДОБРЕНА на заседании обеспечивающей кафедры теоретической 
физики «______» ______________________ 2005 г.,  протокол № ____.

Разработчик программы: зав. каф. ТФ ________________________ А.В. Шаповалов
Зав. обеспечивающей кафедрой профессор _______________ А.В. Шаповалов
Рабочая программа СОГЛАСОВАНА с выпускающими кафедрами и СООТВЕТСТВУЕТ действующему учебному плану физического факультета, утвержденному  в 2000 г.

Зав. выпускающей кафедрой профессор ______________ А.В. Шаповалов

РАССМОТРЕНА и ОДОБРЕНА методической комиссией физического факультета (протокол №______ от «______» ___________________ 2005 г.), 

Председатель методической комиссии ФФ____________ В.М. Вымятнин
УДК 530.1

ББК 22.3

Ф32

Аннотация

ЕН.Ф.03. ФРАКТАЛЬНЫЕ СТРУКТУРЫ
061800 (с)

Каф. ТФ ФФ 
Проф., д.ф.-м.н. Шаповалов А.В.
Тел./факс: (3822)-529843
Цель: данный курс должен сформировать у студента представления о фрактальных структурах и явлениях, основных методах их изучения, которые нашли широкие приложения в современной фундаментальной и прикладной физике. 

Содержание: В курс включены разделы, составляющие основу современных представлений о фрактальных явлениях. К ним относятся определения и методы расчета фрактальных размерностей, самоподобие, мультифрактальный анализ. Наряду с этим набором стандартных тем, в курсе нашли отражение и достижения последнего времени. В частности, в курс включен раздел, посвященный лакунарности и другим характеристикам фракталов. Общие теоретические положения проиллюстрированы на конкретных физических примерах. Курс направлен на приобретение студентом теоретических знаний и практических навыков в области физики фрактальных явлений.

Курс 3 ( 5 сем - зачет).

Всего 36 ч, в т. ч.: Лк 24 ч, , Пр 12 ч, 
Цели и задачи учебной дисциплины

Цели преподавания дисциплины

Целью курса является подготовка специалиста, владеющего современными представлениями о закономерностях, присущих фрактальным явлениям, методами построения и исследования моделей фрактальных структур, формирование у студента целостного представления о сложных процессах и явлениях на основе синергетического подхода и концепции самоорганизации. Требования к разделам программы определяются государственным образовательным стандартом высшего профессионального образования к уровню подготовки выпускника по специальности 010701-физика, 010704 – физика конденсированного состояния
Рабочая программа рассчитана на односеместровый курс изучения дисциплины. Практические занятия способствуют закреплению теоретических знаний и приобретению навыков решения конкретных задач. В результате изучения курса студент должен иметь представление:

· об элементарных примерах и понятиях, приводящих к идеям фрактальной геометрии, о широкой области применения фрактальной геометрии,
· об основных теоретических положениях и методах анализа фрактальных объектов, общности понятий и представлений теории фрактальных структур, их применимости к анализу сложных систем и процессов, взаимосвязи с другими математическими и физическими дисциплинами;

уметь:

· выделять в конкретных физических, технических, экономических и других проблемах задачи, допускающие формулировку и решение методами фрактального анализа;

· использовать для решения этих задач аппарат теории фрактальных структур.

Задачи изложения и изучения дисциплины

В результате лекционных, практических и самостоятельных занятий в рамках предложенной программы студент должен:

· знать примеры фрактальных объектов и иметь представление о фрактальных размерностях  этих объектов;

· знать основные виды фрактальных размерностей и методы их нахождения, 

· иметь представление о свойствах самоподобия фрактальных объектов и их характеристиках;

· усвоить основные представления о мультифрактальных объектах, их характеристиках, уметь определить величины, описывающие биномиальный мультипликативный процесс;

· иметь представление о практических методах определения фрактальных и мультифрактальных характеристиках (размерностей, мультифрактальных спектров, связности, лакунарности).

Содержание теоретической части дисциплины 

СЕМЕСТР V (24 часа)
Тема I. Фрактальные множества и их размерности (6 часов)

Примеры фрактальных множеств: триадное канторово множество, кривая Кох, салфетка, ковер и губка Серпинского. Множества и функции. Метрическое пространство. Меры. Размерность Хаусдорфа-Безиковича, d- мера Хаусдорфа. Свойства размерности Хаусдорфа-Безиковича. Другие определения размерности. Клеточная размерность. Вычисление клеточной размерности для простейших фракталов. Модифицированная клеточная размерность. Упаковочная мера и размерность Кластерная размерность. Случайные фракталы Случайные блуждания. Диффузно-ограниченная агрегация. Фрактальные кривые. Практические алгоритмы вычисления размерностей. Вычисление клеточной размерности. Вычисление кластерной размерности. Вычисление корреляционной размерности.

Тема II. Самоподобие фракталов. (4 часа)
Самоподобные объекты. Размерность подобия. Преобразования подобия, инвариантность и самоподобие. Примеры преобразований подобия. Множество точек Леви и самоподобие.

Тема III. Информационная энтропия фрактальных множеств (2 часа)
Понятие об информационной энтропии. Принцип максимума энтропии. Информационная энтропия фракталов. 

Тема IV. Мультифракталы (6 часов)

Мера и сингулярность меры. Понятие о мультифракталах. Количественные характеристики мультифракталов. Термодинамическая аналогия.  Биномиальный мультипликативный процесс. Показатели массы. Концентрация меры. Носитель меры. Обобщенный биномиальный процесс. Размерности Реньи. Вычисление мультифрактального спектра 
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. Мультифрактальный анализ оптических спектров. Пример: фрактальная структура спектров поглощения H2O.

Тема V. Дополнительные характеристики самоподобных объектов. (6часов) 
Вводные замечания. Параметр разветвления. Связность. Лакунарность. Метод скользящей ячейки. Связь лакунарности с обобщенными моментами. «Видимая» размерность как мера лакунарности. Пример расчета лакунарности оптических спектров. 

Содержание практической части дисциплины

СЕМЕСТР V (12 часаов)
1. Построение регулярных фракталов  определение их фрактальных размерностей: размерности Хаусдорфа-Безиковича, клеточной размерности. Обобщенное канторово множество. Множество Жулиа, множество Мандельброта. (2 часа).

2. Вычисление упаковочной размерности, кластерной размерности, корреляционной размерности. (2 часа).
3. Самоподобие и размерность подобия. Информационная энтропия. (2 часа).

4. Мультифракталы. Биномиальный мультипликативный процесс. Полиномиальные процессы. (2 часа).
5. Компьютерное моделирование фрактальных объектов. (2 часа)

6. Дополнительные характеристики фрактальных объектов (2часа).

Самостоятельная (внеаудиторная) работа (36 часов)

Самостоятельная внеаудиторная работа включает в себя: изучение теоретического материала: разделов общей теории фракталов и освоение практических методов вычисления фрактальных размерностей(10 часов), свойств самоподобия фракталов (6 часов), изучение методов построения мультифракталов и нахождения их характеристик (10 часов), изучение дополнительных характеристик фракталов и методов их нахождения для конкретных объектов (10 часов).
Распределение часов курса по темам и видам работ

	№ п/п
	Наименование тем
	Всего часов
	Аудиторные занятия (час)

В том числе
	Самостоятельная работа

	
	
	
	Лекции
	Семинары
	Лабораторные занятия
	

	1
	Тема I
	10
	6
	4
	
	8

	2
	Тема II
	6
	4
	2
	
	6

	3
	Тема III
	4
	2
	2
	
	6

	4
	Тема IV
	8
	6
	2
	
	8

	5
	Тема V
	8
	6
	2
	
	8

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	
	
	
	
	
	
	

	Итого 
	
	36
	24
	12
	
	36


Текущий и итоговый контроль

Текущий контроль изучения курса студентами осуществляется по итогам выполнения индивидуальных, контрольных заданий, результатам аудиторной работы студента в соответствии с графиком текущего контроля.

	Тема
	Отчетность
	Срок

(неделя)

	Фрактальные множества и их размерности
	Индивидуальное задание 1
	5

	Виды размерностей и их свойства. Самоподобие фракталов
	Контрольная работа 1
	7

	Информационные свойства фракталов 
	Индивидуальное задание 2
	10

	Мультифракталы и их свойства.
	Контрольная работа 2
	12

	
	Зачет
	16


Итоговым контролем является семестровый зачет. Зачет проставляется по результатам текущего контроля, при условии сдачи индивидуальных заданий, контрольных работ, аудиторного текущего контроля.

Контрольные вопросы

1.Объясните способ построения триадного канторова множества, кривой Кох и салфетки Серпинского.

2.Найдите суммарную длину всех выброшенных отрезков при построении триадного канторова множества.

3.Покажите, что в триадное канторово множество входят не только концы выброшенных интервалов. Найдите длину выброшенных интервалов.

4.Объясните понятия: алгебраическая размерность линейного пространства, размерность дифференцируемого многообразия, топологическая размерность.

5. Дайте следующие определения и приведите примеры: диаметр множества в пространстве 
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,  понятие «
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 - мера Хаусдорфа» множества 
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, борелевские множества в пространстве 
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.

6.Покажите, что 
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 - мера Хаусдорфа  
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M

 неотрицательна, мера пустого множества равна нулю.

7.Покажите, что 
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 - мера Хаусдорфа  
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 монотонно не убывает на системе борелевских множеств. .Покажите, что 
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 - мера Хаусдорфа  
[image: image12.wmf]d
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 аддитивна.

8.Какие преобразования называтся масштабными? Покажите, что мера Хаусдорфа обладает свойством инвариантности относительно 

масштабных преобразований.

9.Объясните понятия: условие Гёльдера и условие Липшица. Удовлетворяет ли изометрия этим условиям? Дайте определение  би-липшицева отображения и приведите пример.

10.Является ли мера Хаусдорфа 
[image: image13.wmf]d
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 непрерывной функцией параметра 
[image: image14.wmf]d

? Каков характер этой зависимости?

11. Объясните понятие: размерность Хаусдорфа-Безиковича некоторого множества 
[image: image15.wmf]A

.

12.Может ли мера Хаусдорфа 
[image: image16.wmf]d
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 данного множества A принимать конечное значение?

13.Чему равно значение меры Хаусдорфа 
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 триадного канторова множества? 

14.Вычислите размерность Хаусдорфа-Безиковича триадного канторова множества.

15.Вычислите размерность Хаусдорфа-Безиковича кровой Кох.

16.В чем состоят трудности вычисления размерности Хаусдорфа-Безиковича? В чем заключается основной принцип определения упрощенных видов размерностей?Приведите примеры упрощенных видов фрактальных размерностей.

17.Чем обусловлена необходимость введения двух размерностей: верхней 
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 и нижней
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? Что означает их равенство и различие?

18.Сформулирйте общие требования, которым должна удовлетворять размерность множества при любом способе измерения этого множества.

19.Объясните понятие клеточной размерности. Найдите величину этой размерности для ковра Серпинского.

20.Определите фрактальное множество: «губка Серпинского» и найдите значение фрактальной размерности для этого множества.

21.Каковы недостатки в определении клеточной размерности? Объясните понятие модифицированной клеточной размерности.

22.Дайте определение упаковочной размерности. Какими свойствами  обладает эта размерность? 

23.С каким значением модифицированной размерности (верхним или нижним) совпадает упаковочная размерность? Дайте объяснение.

24.Объясните понятие кластерной размерности. Что такое диффузно-ограниченная агрегация? Какие модели этого явления Вам известны?

25.Объясните понятие фрактальной кривой. Приведите пример кривой Вейерштрасса.

26.Объясните алгоритм практического вычисления клеточной  размерности фрактального множества.

27.Объясните алгоритм практического вычисления кластерной размерности фрактального множества.

28.Объясните алгоритм практического вычисления корреляционной клеточной размерности фрактального множества.

29.Дайте определение самоподобного множества. Приведете примеры. 

30.Обладают трансляционной симметрией ограниченные множества? Объясните понятие коэффициент подобия.

31.Дайте определение понятия размерности подобия самоподобного множества. Получите формулу для определения размерности подобия.

32.Вычислите размерности подобия для канторова множества и кривой Кох.

33.Вычислите размерности подобия для салфетки Серпинского и губки Серпинского.

34.Объясните понятие преобразования подобия. Приведите примеры.

35.Дайте определение полного метрического пространства. Какое отображение называют сжатием?

36.В чем состоит принцип сжимающих отображений? Каким свойством обладают сжимающие отображения? Как найти неподвижную точку такого отображения?

37.Как определяется метрика Хаусдорфа и каковы ее свойства?

38.Дайте определение понятия 
[image: image20.wmf]e

-окрестности множества. Приведите пример.

39.Как применяется принцип сжимающих отображений для построения инвариантных множеств?

40.Сформулируйте понятие самоподобного множества в терминах сжимающих отображений относительно метрики Хаусдорфа.

41.Сформулируйте теорему о сжимающих отображениях относительно метрики Хаусдорфа. Докажите эту теорему.

42.Объясните понятие «размерность подобия отображения». Покажите, что если 
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43. Объясните понятие условия открытого множества. Чем обусловлено введение этого понятия? Проиллюстрируйте это понятие на примере канторова множества.

44.Постройте триадное канторово множество с помощью двух сжимающих отображений.

45.Объясните способ построения модифицированного канторова множества и определите его размерность.

46.Постройте самоподобные отрезки с помощью теоремы Леви. Какое множество называется множеством Леви?

47.Найдите множество точек Леви II порядка для функции 
[image: image24.wmf]2
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. Как связано это множество с точками спектра атома водорода?

48.Как определяется количество информации числа записанного в двоичной системе счисления?  Объясните понятие информационной энтропии.

49.Сформулируйте принцип максимума энтропии. Каков характер зависимости количество комбинаций кодов для N-разрядного двоичного числа в зависимости от количества единиц в нем.

50.Что такое числа заполнения? Как представить информацию о распределении элементов объекта посредством чисел заполнения?

51.Запишите среднее количество информации, необходимой для построения последовательности предфрактала данного поколения.

52.Запишите условия максимума энтропии при ограничении постоянства информации. Объясните смысл множителя Лагранжа.

53. Объясните понятие статистическго ансамбля в статистической механике. Что такое статистическая сумма? В чем состоит аналогия итерационного процесса построения самоподобного фрактала и канонического ансамбля в статистической механике?

54.Запишите статистическую сумму ансамбля, соответствующего самоподобному фракталу. Какая величина соответствует температуре? Как связана фрактальная размерность самоподобного фрактала с информационными характеристиками итерационного процесса построения фрактала?

55.Какие объекты называют мультифракталами? Чем они отличаются от фракталов? Какую роль в определении мультифрактала играет распределение меры? Можно ли определить мультифрактал без задания распределения меры? Всякое ли распределение меры задает мультифрактал?

56.Объясните понятие меры, заданной распределением вероятности на множестве. Что называют носителем меры? Фрактален ли носитель меры?

57.Объясните понятие меры 
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, можно ли вычислить значение этой величины для обычного множества? Как она зависит от параметров?

Как эта величина связана с количественными характеристиками  мультифракталов? 

58.Какое значение параметра 
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 меры Хаусдорфа 
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 называют критическим? В чем отличие 
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-меры Хаусдорфа 
[image: image29.wmf])

,

(

q

l

M

d

 и функции разбиения?

59. Запишите выражение для функции обобщенных моментов. Каким свойством обладает эта функция для мультифракталов?

60.Определите величину --  показатель массы. Найдите связь между мультифрактальным спектром и показателем массы мультифрактала. 

61.Объясните понятие спектра фрактальных размерностей 
[image: image30.wmf](
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. Какими общими свойствами обладает спектр фрактальных размерностей 
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? Укажите характерные точки функции
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62.Найдите значения 
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. Объясните понятие информационной энтропиий разбиения меры.

63.Что такое спектр размерностей Реньи? Вычислите значение размерности Реньи 
[image: image36.wmf]q
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64.Какую величину называют массовым моментом? Укажите формальную связь массовых моментов со статистической суммой равновесного распределения в статистическоймеханике.

65.Опишите алгоритм биномиального мультипликативного процесса построения мультифрактала. Постройте распределение меры, порождаемое биноминальным мультипликативным процессом на множестве 
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66. Какие величины называются скейлинговыми факторами, или коэффициентами сжатия биномиального мультипликативного процесса? Постройте явный вид распределения меры по ячейкам на втором этапе биномиального мультипликативного процесса.

67. Запишите выражение для мера 
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 - ой ячейки в 
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 - поколении биномиального мультипликативного процесса.

68. Объясните понятие «чертовой лестницы» биномиального мультипликативного процесса Безиковича, Каков характер этой зависимости? Подсчитайте число ячеек с одинаковой мерой 
[image: image42.wmf]m

. Найдите выражение для этой меры. Покажите, что число ячеек с одинаковой мерой равно биномиальному коэффициенту 
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69.Запишите вид формулы Стирлинга. С помощью этой формулы найдите выражение для спектра сингулярностей 
[image: image44.wmf]f

.

70.Найдите параметрическое выражение для спектра мультифрактальных размерностей биномиального мультипликативного процесса.

71.Найдите значение информационной размерности для биномиального мультипликативного процесса.

72. Покажите, что почти вся мера Хаусдорфа для мультифрактала, получаемого в результате биномиального мультипликативного процесса, сосредоточена на множестве 
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74.Покажите, что сперктр Реньи обобщенных размерностей фрактальных объектов для канторова множества с равномерно распределенной на нем мерой постоянен при изменении 
[image: image47.wmf]q

. Чем объясняется такое свойство?

75. Как вводится мера на множестве оптических частот по спектру интенсивностей спектральных линий? В каком свойстве проявляются мультифрактальные свойства оптического спектра? Чем определяются условия применения мультифрактального анализа к реальным оптическим спектрам? Каков должен быть интервал разбиения, покрывающего минимальный объект исследуемого множества?

76. Полностью ли определятся геометрическая структура самоподобного объекта его фрактальной размерностью? Проиллюстрируйте ответ примером. Дайте определение понятия параметра разветвления. Какие объекты называются однородными и квазиоднородными?

77.Объясните понятие связности объекта. В чем заключается смысл понятия лакунарности фрактального объекта? Как определяется параметр лакунарности и высшие лакунарности?

78.Для чего используется метод «скользящей» ячейки? Опишите этот метод. Найдите выражение, связывающее параметр лакунарности с первыми обобщенными моментами распределения мультифрактальной меры.

79.Какова зависимость параметра лакунарности от размера ячейки в двойном логарифмическом масштабе для мультифрактальных объектов?

80.Какой объект называется пылью Леви? Объясните понятие нейтральной лакунарности
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 Примеры контрольных работ
Тест-контрольная работа 1.
T.1.1. Первые этапы построения фрактала показаны на рисунке

Определите клеточную размерность [image: image1.png]


объекта и обоснйте Ваш ответ.

Ответы: 

1. 
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T.1.2. Можно ли утверждать, что каждая точка канторовой пыли является концом какого-либо из отрезков, возникающих при ее построении, т.е. имеет вид 
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T.1.3. Код N-разрядного двоичного числа имеет максимальную энтропию, когда

Ответы: 
1. Количество нулей в числе максимально
2. Количество единиц в числе максимально
3. Количество единиц равно количеству нулей в числе. 
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